
1 
 

 

 فْشػر هغالة

 4..........................فلل اٍل. هشٍسی تش خیؾ ًیاص ّا................................................................................................

 11.......................فلل دٍم. ًلة ٍ ساُ اًذاصی.................................................................................................... 

 24................................................فلل ػَم. هؼشفی ًواد ّا..................................................................................

 32...........................................دس حؼاب دیفشاًؼیل................................................... Sageفلل چْاسم. کاستشد 

 45..................................................................................فلل خٌدن. هیذاى ّا ٍ حلقِ ّا........................................

 57..................................................فلل ؿـن. هؼشفی چٌذ خولِ ای ّا.................................................................

 66.......................................................ایِ گشٍتٌش...........................................................فلل ّفسن. ایذُ آل ّا ٍ خ

 73................فلل ّـسن. ٍاسیِ ّای آفیي ٍ كفحِ آفیٌی.......................................................................................

 79...................فلل ًْن. هازشیغ ّا ٍ حل هؼادلاذ..............................................................................................

 87...................................................................ضویوِ..........................................................................................

 

 

 

 

 

 



2 
 

 هقذهِ 

 

Sage  ٌّذػِ، ًظشیِ اػذاد، سهض ًگاسی، هحاػثاذ ػذدی ٍ شیک ًشم افضاس سایگاى اػر کِ اص ؿاخِ ّای خث ،

ّایی  هسي تاص تا قاتلیر ًشم افضاسسایگاى ٍ  یک ًشم افضاس، ایداد ّذف ًْایی ػیح .خـسیثاًی هی کٌذ  ؿاخِ ّای هشزثظ

 .اػرmatlab, maple, mathematica, maxima, magma ى ... چَ

یک سیاضیذاى اص  Stein  William تش ػْذُ ی  . هذیشیر ایي خشٍطُزَلیذ ؿذ 2005ي ًؼخِ ػیح دس ػال اٍلی

کِ دس صتاى ّای تشًاهِ ًَیؼی افضاسّای سیاضی صیادی ٍخَد داسًذکِ ًشم اُ ٍاؿٌگسي تَد. اٍ دسیافسِ تَدداًـگ

آؿٌا کاس ّای هسفاٍزی سا اًدام دّین تایؼسی تا زک زک ایي صتاى ّا زاکِ ًیاص اػر هخسلف ًَؿسِ ؿذُ اًذ ٍ صهاًی 

هؼلظ تَدى تش  ِحسی ًیاصی ت ًَؿسِ ؿذُ اػر،   pythonتش اػاع صتاى تشًاهِ ًَیؼیکِ  تاؿین اها دس ًشم افضاس ػیح

 صتاى اًگلیؼی زؼلظ داؿر. ِزٌْا کافیؼر کوی ت ،ًیؼر   pythonصتاى

 دًثال هی کٌذ ػثاسزٌذ اص : Sageاّذافی کِ 

 ، زَلیذ ّذف .تاؿٌذ اى سیاضیاذ هیققهحٍ كلی ػیح داًـدَیاى، هذسػاى کاستشاى ا. کاستشدی (1

 .اػرػذاد ٍ ... ٍ ؿاخِ ّای هشزثظ ، ًظشیِ اٌّذػِ ،خثش هاًٌذًشم افضاسی دس ػاخساسّای سیاضیاذ 

کٌذ ٍ دس ػولیاذ اػسفادُ هی NTL ,PARI ,GMPػیح اص ًشم افضاسّای تؼیاس تْیٌِ ؿذُ هاًٌذ  .کاسایی (2

 اكلی تؼیاس ػشیغ اػر. 

زَاًٌذ ایٌکِ . کاستشاى هیهٌاػثی دس دػسشع ٍ خَاًا اػر کذ هٌثغ تِ عَس کاهلاً. سایگاى ٍ هسي تاص تَدى (3

 .دّذ سا دسک کٌٌذهی دس ٌّگام اخشا ٍاقؼا چِ کاسی اًدام ػیؼسن
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 .ًشم افضاسّای سیاضیاذ هَخَد داسدایي ًشم افضاس اص ًظش ظاّش اخشا ؿثاّر ّای صیادی تا اکثش . هـاسکر (4

 .کذ ػولکشد سا زحلیل کشد ،زَاى تا هـاّذُ هسيهی .هحیظ کاستشی هٌاػة (5
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 تخص اٍل

 هزٍری تز پیص ًیاس ّا
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 هزٍری تز پیص ًیاس ّا  .1.2

 

سا یک -       ,  سٍی یک هدوَػِ یک خولِ ای ّای حلقِ   >یک ساتغِ زشزیة   .  1.2.1 تعزیف

 زشزیة یک خولِ ای هی ًاهین ّشگاُ 

i. <   ،.یک ساتغِ زشزیة کلی ) خغی( تاؿذ 

 

ii. <   ، تا ضشب دسK[x] یؼٌی اگش  .ػاصگاس تاؿذX
α  ،X

β  ٍX
γ  یک خولِ ای ّای دلخَاُ دس

 تاؿٌذ، دس ایٌلَسذ  -       , 

X
α 
   X

β   
 →    X

γ
. X

α  
 >  X

γ
. X

β
 

 

iii. > ،   داسای  >ًؼثر تِ    -       , خَؿسشزیة اػر. یؼٌی ّش هدوَػِ ًازْی اص یکدولِ ایْای ،

 کَچکسشیي ػضَ تاؿذ.

 

 (   lexicographic orderتزتیة الفثایی ). 1.2.2تعزیف 

 چح زشیي دسایِ غیش كفش هثثر تاؿذ. هی ًَیؼین  α-β  ϵ Znّشگاُ دس تشداس زفاضل  α lex βگَیین 

 Xα >lex Xβ   ُّشگاα lex β 

 

 



6 
 

 (graded lex order تزتیة الفثایی هذرج ).  1.2.3تعزیف 

|α|ّشگاُ  α grlex βگَیین   |α|یا اگش   | |   α lex βدس ایٌلَسذ     | | 

 

  (graded reverse lex order )تزتیة الفثایی هعکَس هذرج . 1.2.4تعزیف 

|α|ّشگاُ  α grevlex βگَیین کِ  |α|یا ّشگاُ    | |   دس ایٌلَسذ دس تشداس زفاضل   | | 

 α-β ϵ Zn  .ساػر زشیي دسایِ غیش كفش هٌفی تاؿذ 

∑ =  فشم هیکٌین  . 1.2.5تعزیف   >ٍ  =- ,   -       , یک چٌذ خولِ ای غیش كفش دس          

تاؿذ. دس ایٌلَسذ دسخِ ی کلی، دسخِ هشکة،  [ ]K، یک زشزیة یک خولِ ای سٍی یک خولِ ای ّای 

 تِ كَسذ صیش زؼشیف هی ؿًَذ  ضشیة خیـشٍ، یک خولِ ای خیـشٍ ٍ خولِ ی خیـشٍی

Max {| | |   ≠0+:=deg ( ) دسخِ کلی =   =Total degree 

M  * α|   ≠ 0+:=mdeg( )   دسخِ هشکة =   =Multi degree 

amdeg  ϵK  :=LC( ) ٍضشیة خیـش =   =Leading degree  

Xmdeg   :=LM( ) ٍیکدولِ ای خیـش =   =Leading monomial 

LC( ) LM( )  :=LT ( )  ٍخولِ خیـش =   =Leading term  
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سا    -       ,  rϵیک چٌذ خولِ ای  ثاتر هیگیشین.  Nnیک زشزیة یکدولِ ای سا سٍی . 1.2.6تعزیف 

یک  rیا  r=0زحَیل یافسِ گَیین ّشگاُ   F={ 1    ,s}ًؼثر تِ یک هدوَػِ اص چٌذ خولِ ای ّای غیش كفش 

 LT( 1)     LT( s)خغی اص یک خولِ ای ّایی تاؿذ کِ ّیچ یک اص آًْا تش ّیچ یک اص  -kزشکیة 

 تخـدزیش ًثاؿذ.

ثاتر   fزحَیل ًاخزیش گَیین ّشگاُ  Kسا سٍی هیذاى    ϵ -       , یک چٌذ خولِ ای . 1.2.7تعزیف

 یا      ًثاؿذ ٍ 

          , 1    n-     =                                              

 

Nیک زشزیة یکدولِ ای سا سٍی . 1.2.1قضیِ  
n   ثاتر هیگیشین. فشم کٌین  ( 1     s)  یکs-  زایی

 سا هیسَاى تِ  - ,    ایٌلَسذ ّش  تاؿذ دس - ,  هشزة اص چٌذ خولِ ای ّای ًاكفش دس 

زحَیل یافسِ   {s  ..,1 }ًؼثر تِ  ai  ٍr ،  - ,   ًَؿر کِ دس آى    a1 1 + … + as s+r =    كَسذ

 اػر.

r  تش    تاقی هاًذُ زقؼین   ساF  هی ًاهٌذ ٍ تِ ػلاٍُ اگشaifi  ≠ 0 دس ایٌلَسذ ، 

 mdeg ( ) ≥ mdeg( i  i) 

اص ایذُ آل   G={g1,…,gt}یک زشزیة یکدولِ ای ثاتر تاؿذ. هدوَػِ هسٌاّی  >فشم کٌین  .  1.2.8تعزیف  

I  سا یک خایِ گشٍتٌشI  ِگَیین ّشگاُ  >ًؼثر ت>  <LT(I)> = <LT(g1) ,…, LT(gt) 
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LM(f)=xتا   - , چٌذ خولِ ای ّای ًاكفشدس  f , g فشم کٌین .  1.2.9تعزیف  
α  ٍLM(g)=x

β   .تاؿٌذ

xفشم کٌین 
γ   کَچکسشیي هضشب هـسشکx

α  ٍx
β   تاؿذ، یؼٌی تِ اصای ّش ّش         ،

γi=:   {αi,βi}  دس ایٌلَسذ چٌذخولِ ای  

                                                                               g    - 
  

  ( )
 S( ,g):= 

  

  ( )
  

 هی ًاهین.  f  ٍg ای خولِ چٌذ – Sسا 

 

 -اص ایذُ G = {g1   gt}تاؿذ دس ایٌلَسذ یک هدوَػِ اص هَلذ  K[x]یک ایذُ آل دس  Iفشم  . 1.2.2قضیِ  

)هشزة  Gتش  S(gi,gj)، تاقی هاًذُ i≠jتا  i  ٍjاگش ٍ فقظ اگش تشای ّش صٍج   اػر Iیک خایِ گشٍتٌش تشای  Iآل 

 ؿذُ ًؼثر تِ یک زشزیة ( كفش تاؿذ.

 

زَاًین یک خایِ گشٍتٌش تیاتین. فشم کٌین  هی - ,  اص حلقِ  Iتشای یک ایذُ آل هفشٍم ًاكفش  . 3 .1.2قضیِ  

I=< 1      j> ِیک خایِ گشٍتٌش   یک ایذُ آل ًاكفش تاؿذ دس ایٌلَسذ الگَسیسن صیش دس زؼذادی هسٌاّی هشحل

 هحاػثِ هی کٌذ. Iتشای ایذُ آل 

  =F (1      s  ): (input)ٍسٍدی 

   ϵ Gتشای  G={g1   gt}: یک خایِ گشٍتٌش  (output)خشٍخی 
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 : (initialization)هقذاس دّی اٍلیِ 

G:= F 

ɠ:={(   i ,   j)|            ≠   + 

h:= 0 

WHILE  ɠ≠0   DO 

                Choose  ny *f g+ ϵɠ 

                ɠ: ɠ \{ { f,g}} 

     h:=  (   )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅   

                IF  h≠0   THEN 

                       ɠ:  ɠ  * *   +|    + 

                                                                                                                                     {h} G:= G    

 

سا خایِ گشٍتٌش زحَیل  Gتاؿذ.  - , Iϵیک خایِ گشٍتٌش ایذُ آل  G={g1   gt}فشم کٌین   1.2.11تعزیف  

 یافسِ گَیین ّشگاُ

i.          (  )    

ii.  ّشgi ًِؼثر ت  G\ {gi} .زحَیل یافسِ تاؿذ 
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تِ عشیق صیش هیسَاًین زـخیق    [ , I=<f1   fs> ٍ ϵ.  تشای یک ایذُ آل هفشٍم 11.  2. 1تعزیف   

 یا خیش f ϵ Iدّین کِ آیا 

i.  اتسذا یک خایِ گشٍتٌشG  سا زَػظ الگَسیسن تَخثشگش تشای ایذُ آلI .هحاػثِ هی کٌین 

ii. 0  ̅  سا تِ کاس هی تشین کِ ایي حقیقر   f ϵ I    

 

  f1,…,fs I > =>یک هیذاى دلخَاُ تاؿذ ٍ Kفشم کٌین . 4. 2. 1قضیِ  

:= < f1 , … , fs, 1-y  >   K[x1,…,xn,y]                                           1ϵ  ̃        f ϵ √   

                    ̃   ,         -                                                                                           

 

 هدوَػِ ی nٍ یک ػذد كحیح هثثر  Kتشای یک هیذاى  .12. 2. 1تعزیف  

  a1    n)|a1     n ϵ  + =})     سا فضای آفیيn- .تؼذی هی گَیین 

     X = V(S)           - ,      سا ٍاسیِ آفیي ًاهین ّشگاُ :     X یک هدوَػِ .16.  2. 1تعزیف 

 ًؼثر تِ زشزیة الفثایی تا      Iیک خایِ گشٍتٌش اص  Gٍ  -       ,   فشم هی کٌین  .5. 2. 1قضیِ 

0تاؿذ، دس ایٌلَسذ تشای ّش              ، هدوَػِ ی     

 اػر.               ام   یک خایِ گشٍتٌش تشای ایذُ آل حزفی   -       ,       
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 فصل دٍم 

 ًصة ٍ راُ اًذاسی
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  Sageسٍؽ ّای اخشای  

i. ًلة آى تِ كَسذ ًشم افضاس 

ii.  اخشای هؼسقین آى دس ػایرwww.sagemath.org   سا ًخَاّین داؿر.الثسِ تشخی اهکاًاذ 

iii.  اػسفادُ دس هحیظ خایسَى 

 کِ دس ایٌدا تِ تشسػی هَسد اٍل هی خشداصین.

 Windowseدر   Sageرٍش ًصة . 1. 2

 کٌین.                                            یش داًلَد هیصسا اص آدسع  Sageاتسذا ًشم افضاس 

source.html-http://www.sagemath.org/download     

تِ ؿوا ایي            داسین.             تشای ًلة ػیح  سٍی ٍیٌذٍص احسیاج  تِ ًلة ًشم افضاس 

اهکاى سا هی دّذ زا یک ػیؼسن ػاهل سا دس یک ػیؼسن ػاهل دیگش اخشا کٌیذ. تشای ًلة ایي ًشم افضاس هشاحل صیش 

 دّین. سا اًدام هی

  ذ. داًلَد کٌی                 سا اص ػایر            اتسذا ًشم افضاس 

تشٍی            کٌیذ زا آیکًَی تا ًام          ایي ًشم افضاس داًلَد ؿذُ سا هاًٌذ زواهی ًشم افضاسّای دیگش 

 دػکساج ؿوا ظاّش ؿَد. ػدغ هاًٌذ زلاٍیش صیش ػولیاذ ًلة سا اًدام دّیذ.

  صیش تاص ؿَد. سٍی آیکَى  کلیک کشدُ زا كفحِ ای هغاتق ؿکل           تشٍی آیکَىNew  

 کلیک کٌیذ.

http://www.sagemath.org/
http://www.sagemath.org/download-source.html
http://www.sagemath.org/download-source.html
http://www.oracle.com/
http://www.oracle.com/
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  ؿوا هیسَاًیذ ایي ًشم افضاس سا تغَس دلخَاُ ًام گزاسی کٌیذ. اص آًدایی کِ ػیسن ػاهلUbuntu   سا ًلة

 کٌین.  هیکٌیذ ّویي ًام سا تشٍی ًشم افضاس ًام گزاسی هیکٌین ٍ هغاتق ؿکل ػول هی

 

16 
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 ؿوا     سا تِ خَد اخسلاف هیذّذ. اگش      تاؿذ ایي ًشم افضاس  گیگاتایر 4 ؿوا      اگش 

تشای اخسلاف دادى تِ ایي ًشم افضاس خَب اػر. اگش ؿوا ّیچ ایذُ ای   512    تاؿذ، آًگاُ     

 دػسگاُ هَسد اػسفادُ ی خَد ًذاسیذ هغاتق زلَیش صیش ػولیاذ ًلة سا اًدام دّیذ.     ساخة 

 

 

 

 

   کٌیذ تایذ یک ّاسد دیؼک خذیذ هغاتق ؿکل  اػسفادُ هی           اگش تشای تاس اٍل اص ًشم افضاس

 صیش ایداد کٌیذ.
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  تضًیذ. سا      هغاتق ؿکل صیش دکوِ ی 
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  سا هیضًیذ.       سا اًسخاب کشدُ ٍگشیٌِ ی            گضیٌِ ی 

 

 

 

 دّیذ اًدام صیش ؿکل هغاتق سا ًلة ػولیاذ... 
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  خغ اص ایٌکِ ایي هشاحل سا تِ ازوام سػیذ دس کٌاس گضیٌِ یne     گضیٌِ یse  ing  ٍ ُسا اًسخاب کشد

 هشاحل صیش سا اًدام دّیذ.
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  اص قؼوسی کِ ًشم افضاس  i      o    سا سٍی دػسگاُ خَد ًلة کشدیذ زلَیش یک فَلذسکَچکی سا

 سا اًسخاب کٌیذ.  openگضیٌِ ی  هی تیٌیذ، سٍی آى کلیک کشدُ ٍ
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  گضیٌِ یOk  سا تضًیذ. 

ؿوا کِ قثل اص ًلة   Sageتشٍی دػسگاُ ؿوا ًلة ؿذُ ٍ آیکَى ًشم افضاس    i      o حال ًشم افضاس 

 i      o   ِتِ سًگ ػفیذ تَد تِ ؿکل هکؼثی ًاسًدی دس هیایذ. ػدغ تشٍی آى کلیک کٌیذ ٍ خغ اص چٌذ دقیق

 اخشا خَاّذ ؿذ.  i      o اص عشیق   Sageًشم افضاس 

خغ اص ایٌکِ زواهی هشاحل ًلة تِ دسػسی اًدام ؿذ خغ اص اخشای ًشم افضاس كفحِ ای هغاتق ؿکل  قاتل هـاّذُ 

كفحِ ی خذیذی تاص خَاّذ ؿذ کِ  New worksheetًاهِ تا کلیک کشدى سٍی گضیٌِ اػر کِ تشای ًَؿسي تش

 ؿوا خغ اص ًام گزاسی آى قادس تِ ًَؿسي تشًاهِ دس ایي ًشم افضاس خَاّیذ تَد.
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 Macدر سیستن عاهل   Sageطزیقِ ًصة  .2. 2

  اتسذا ًشم افضاسSage  سا اص ػایرwww.sagemath.org  داًلَد کٌیذ. فایلی هغاتق ؿکل صیش خَاّین

 داؿر.

 

 

 تشٍی ایي فایل کلیک کشدُ زا خَؿِ ای هغاتق ؿکل صیش تذػر آیذ. 
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   ایي خَؿِ سا داخلApplication .هی اًذاصین 

 

  کٌین. سا زایح هی     دػکساج ًام        دس قؼور 
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 Sage-Sageکلیک کشدُ زا ًشم افضاس اخشا ؿَد. دس كَسذ اخشا ًـذى ًشم افضاس گضیٌِ ی       تشٍی آیکَى 

کٌین. ًشم افضاس اخشا خَاّذ ؿذ.  سا زایح هی ”()        “سا اًسخاب کشدُ ٍ دس زشهیٌال تاص ؿذُ دػسَس 

 تاؿذ. هی     آیکَى آتی سًگ ظاّش ؿذُ دس ایي قؼور ًشم افضاس 

 

 

 

  (Linux)در سیستن عاهل لیٌَکس  Sage. طزیقِ ًصة 3. 1

 .اتسذا ًشم افضاس سا اص ػایر صیش داًلَد هی کٌین 

source.html-http://www.Sagemath.org/download 

 هگاتایر حدن داسد. 400ایي فایل  حذٍدآ   کٌیذ داًلَد لیٌَکغ تشای سا ًؼخِ آخشیي

  فایل داًلَد ؿذُ ساextract .کٌیذ 

  فایلSage.sh .سا اخشا کٌیذ 

  sudo apt-get install build-essential gfortranًیض ًلة ؿَد. اص دػسَس  gfortranتایؼسی تؼسِ 

 اػسفادُ کٌیذ.

 

 

http://www.sagemath.org/download-source.html
http://www.sagemath.org/download-source.html
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 فصل سَم

 هعزفی ًواد ّا
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 اػسفادُ هیـَد. <ٍ   >  ، ≤،   اص ًواد ّای هٌغقی == ،  Sageدس ًشم افضاس 

 تِ ػٌَاى هثال

 

Sage: a 

     

Sage: 2==2 

       

Sage: 2=3 

       

Sage: 2<3 

      

 .ًواد ّای سیاضی تِ كَسذ صیش زؼشیف هیـًَذ

   = a**b or a^b 

a mod b = a%b  

a÷b = a/ b 

 تشای ًـاى دادى خاسج قؼور یک زقؼین اػسفادُ هی ؿَد. اص // 

 هثال.
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Sage: 4*(10//4) +10%4= =10 

     

 کٌین. اػسفادُ هی ( )type تشای تِ دػر آٍسدى ًَع دادُ ی ٍاسد ؿذُ اص دػسَس

 Sage: a = 5      # a is an integer 

 Sage: type(a)   

  ype    ge  ings in ege  In ege    

Sage: a = 5/3    # now a is a rational number 

Sage: type(a)     

   ype    ge  ings    ion      ion  ’   

 Sage: a = hello  

 Sage: type(a)    

 <type str‟’> 

اػسفادُ هیکٌین. تِ ػٌَاى هثال تشای یافسي اعلاػاذ   dnmmmoc?ًشم افضاس اص دػسَس   helpخْر اػسفادُ اص 

 تِ ایي زشزیة ػول هی کٌین.  Sudokuدسهَسد خذٍل 

 

Sudoku? 

Definition: sudoku(m) 

Docstring: 
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Solves Sudoku puzzles described by matrices. 

INPUT: 

m - a square Sage matrix over Z, where zeros are blank entries 

OUTPUT: 

A Sage matrix over Z containing the first solution found, otherwise None. 

EXAMPLE: 

 

An example that was used in previous doctests. 

Sage: A = matrix(ZZ,9,[5,0,0, 0,8,0, 0,4,9, 0,0,0, 5,0,0, 0,3,0, 0,6,7, 3,0,0, 0,0,1, 

1,5,0, 0,0,0, 0,0,0,  0,0,0, 2,0,8, 0,0,0, 0,0,0, 0,0,0, 0,1,8, 7,0,0, 0,0,4, 1,5,0, 0,3,0, 

0,0,2, 0,0,0, 4,9,0, 0,5,0, 0,0,3]) 

Sage: A 

[5 0 0 0 8 0 0 4 9] 

[0 0 0 5 0 0 0 3 0] 

[0 6 7 3 0 0 0 0 1] 

[1 5 0 0 0 0 0 0 0] 

[0 0 0 2 0 8 0 0 0] 

[0 0 0 0 0 0 0 1 8] 

[7 0 0 0 0 4 1 5 0] 



28 
 

[0 3 0 0 0 2 0 0 0] 

[4 9 0 0 5 0 0 0 3] 

Sage: sudoku(A) 

[5 1 3 6 8 7 2 4 9] 

[8 4 9 5 2 1 6 3 7] 

 [2 6 7 3 4 9 5 8 1] 

[1 5 8 4 6 3 9 7 2] 

[9 7 4 2 1 8 3 6 5] 

[3 2 6 7 9 5 4 1 8] 

[7 8 2 9 3 4 1 5 6] 

[6 3 5 1 7 2 8 9 4] 

[4 9 1 8 5 7 6 3 2] 

 لیست ّا

 کٌین. لیؼر هی تاؿٌذ دس ایٌلَسذ تشای هؼشفی لیؼر ّا تِ كَسذ صیش ػول هی گاّی ًواد ّا تِ كَسذ

Sage: a = [1, 7, 2]; b = [4, 5] 

Sage: c = a + b; c 

[1, 7, 2, 4, 5] 

Sage: c.sort( ); c 
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 [1, 2, 4, 5, 7] 

Sage: c.<tab>    تا فـاس دادى کلیذTab   هی زَاى ػولیاذ ّای گًَاگًَی سا هحاػثِ کشد.                           

c.append          c.extend          c.insert        c.remove           c.sort 

c.count             c.index            c.pop          c.reverse 

 هثلا

Sage: c.append ("foo"); c                                     ػٌلشی سا تِ لیؼر اضافِ هی کٌین                           

[1, 2, 4, 5, 7, 'foo'] 

Sage: c; c[0] 

['foo', 7, 5, 4, 2, 1]; 'foo' 

Sage: c[0] = 11                                                                        .ػٌاكش یک لیؼر سا هی زَاى ًاهگزاسی کشد 

Sage: c 

[11, 7, 5, 4, 2, 1] 

Sage: c[0:2]                                                                  هی زَاى ػٌاكش دلخَاُ یک لیؼر سا هؼشفی ًوَد.        

 [11, 7] 

Sage: [ n^2 for n in range(2,10) ]                  .                             هی زَاى یک لیؼر دلخَاُ سا ػاخر 

[4, 9, 16, 25, 36, 49, 64, 81] 

  Sageتعزیف تاتع در 
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تِ ها ایي اهکاى سا هی دّذ کِ زَاتؼی سا دس  Sageزواهی زَاتغ گٌداًذُ ؿذُ اًذ اها  Sageّش چٌذ کِ دس ًشم افضاس 

 كَسذ ًیاص زؼشیف کٌین.

 کٌین. اػسفادُ هی ":  "سا ًَؿسِ ٍ دس آخش دػسَس اص ػلاهر  defتشای ایي هٌظَس دػسَس  

 کٌذ. قسا هـخ کشدُ ٍ صٍج یا فشد تَدى آىهثال. زاتؼی تٌَیؼیذ کِ ػذدی سا دسیافر 

Sage: def is_even(n): 

... return n%2 == 0 

... 

Sage: is_even(2) 

T  e 

Sage: is_even(3) 

F  se 

 هثال.

Sage: def  is_divisible_by(number, divisor=2): 

... return number%divisor == 0 

Sage: is_divisible_by(6,2) 

T  e 

Sage: is_divisible_by(6) 

T  e 
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Sage: is_divisible_by(6, 5) 

F  se 

 

 

 

 چْارمفصل 

 لدیفزاًسی در حساب  Sageکارتزد 

   ٍ 

 رسن ًوَدار
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 اػوال هخسلف سیاضی . 1. 4

√ = sqrt(x) 

√ 
 

=  (
 

 
) 

| |=abs(x) 

    (x)=Log (x,b) 

∑  ( ) 
    = sum (f(i) for  i  in (k..n)) 

 im
   

 ( )       ( ( )    ) 

 

  
 (f(x))=diff (f(x) , x) 

 

  
 (f(x,y))=diff (f(x,y),x) 

diff=differentiate 

∫ ( )           ( ( )  ) 

∫
 
 

 f(x)dx=integral(f(x) , x , a , b) 

Taylorpolynomial , deg  n around  (a) = taylor (f(x) , x , a , n) 
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∏ ( )       ( ( )         (    )

 

   

 

 

تاص کشدى لگاسیسن                                                                                                                          

ػادُ ػاصی ػثاساذ لگاسیسن                                                                                                          

                         ػادُ ػاصی ػثاساذ کؼش داس                                                                           

ػادُ ػاصی سادیکال                                                                                               

                 ػادُ ػاصی ػثاساذ زَاى داس                                                                    

ػادُ ػاصی ػثاساذ فاکسَسیل                                                                                  

                                  ػادُ ػاصی زوام ػثاساذ تالا                                                                             

                                                       

 تزخی ًوادّا.  2. 4

     

E = e 

∞  00 

∅= golden_ratio 

Integer  Z = ZZ 

Rational  Q = QQ 
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Real  R = RR 

Complex  C= CC 

Finite field    = GF 

 رسن ًوَدار . 3. 4

 کٌین. اػسفادُ هی plotتشای سػن ًوَداس دس ػادُ زشیي حالر اص دػسَس 

 تِ ػٌَاى هثال

f(x)=sin(8x)2 ex2 

Sage: plot (sin(8*x)^2 * e^(x^2),x, -pi , pi) 
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 اختیارات رسن ًوَدار. 1.  3. 4

                                                                                       Fill=trueداخل هٌحٌی سًگ هی ؿَد. 

                                                                        ˈ fillcolor= ˈ greenاًسخاب سًگ داخل هٌحٌی 

   

                                                                                            ˈ rgbcolor = ˈ colorسًگ خظ

(0=opaque, 1=transparent)                                                    ًَاحی کشدى خش تَدى هشئی هیضاى  alpha  

(0=opaque, 1=transparent) ًَاحی کشدى خش تَدى هشئی هیضاى                                                  fillalpha  

       adaptive_recursion کٌذ                                                            هی زغییش ؿذذ تِ زاتغ صهاًیکِ ػوق حذاکثش

    adaptive_toleranc               ؿَد                                                       هی تاصگـر زَقف تاػث کِ زغییشازی

  detect_poles ؿَد                                                                                هی ًْایر تی زاتغ کِ خاّایی زـخیق

                                                                           excludeاًذ  لیؼر ًقاعی کِ اص ًوَداس خا افسادُ

                                                            plot_points اًذ ؿذُ گشفسِ کاس تِ ًوَداس دس کِ ًقاعی زؼذاد
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 .هیسَاى چٌذ ًوَداس سا دس یک ؿکل کـیذ

 تِ ػٌَاى هثال

f(x)= sin(x) 

g(x)=cos(x) 

P1=plot(sin(x),x,-pi,pi,fill=true,fillcolor='red') 

P2=plot(cos(x),x,-pi,pi,fill=true, fillcolor= 'green') 

plt=(P1+P2) 

show(plt) 
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 . رسن تَاتع پاراهتزی 4. 4

 اػسفادُ هی کٌین.  parametric_plotتشای سػن ایٌگًَِ زَاتغ اص دػسَس 

 سا هؼشفی کٌین.  tسا تِ كَسذ خاساهسشی سػن هیکٌین. اتسذا تایذ هسغیش    (cos(t),sin(t),t)دایشُ 

 

 t= var('t') 

p=parametric_plot3((cos(t),sin(t)),(t,0,2*pi),fill=true) 

show(p) 
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 .  رسن ًوَدار سِ تعذی 5.  4

 اػسفادُ هی کٌین. plot3dتشای سػن ًوَداس ّای ػِ تؼذی خغ اص هؼشفی هسغیش ّا اص دػسَس 

yزاتغ 
2
+1-x

3
-x  .سا سػن هی کٌین 

x , y = var('x,y') 

p=plot3d(y^2+1-x^3-x,(x,-pi,pi),(y,pi,pi)) 

p.show()     or   show(p) 
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 axes=trueهیسَاًین تِ كَسذ دلخَاُ هحَسّا سا ّن سػن کٌین. کافیؼر خغ اص زؼییي تاصُ اص ػثاسذ 

 اػسفادُ کشد.

 سا ًَؿر. frame=falseتِ ػلاٍُ هیسَاى خغَط اعشاف هٌحٌی سا ًیض حزف کشد. تشای ایي هٌظَس تایذ ػثاسذ 

 

 . تَاتع سِ تعذی پاراهتزی  6. 4

 تاؿذ. هی  parametric_plot3dدػسَسی کِ تشای زَاتغ ػِ تؼذی خاساهسشی اػسفادُ هیـَد تِ كَسذ 

 هثال.
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x,y = var('u,v') 

f1=(4+(3+cos(v))*sin(u),4+(3+cos(v))*cos(u),4+sin(v)) 

f2=(8+(3+cos(v)*cos(u),3+sin(v)),4+(3+cos(v))*sin(u)) 

p1=parametric_plot3d(f1,(u,0,2*pi),(v,0,2*pi),texture='red') 

p2=parametric_plot3d(f2, (u,0,2*pi),(v,0,2*pi), texture='blue') 

combination= p1+p2 

combination.show() 

 

 

 .  هیذاى تزداری 7.  4

 سػن کشد.  plot_vector_fieldهیذاى ّای تشداسی سا هیسَاى تا اػسفادُ اص دػسَس 

 هثال.
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        (     ) 

                   ((   ) (      ) (      )             ) 

 

 

 .  تزخی اس تَاتع رسن ًوَدار 8.  4

 Implicit_plot( )  یک زاتغ دٍ هسغیشُ سا هیگیشد ٍ هٌحٌی : (   )    کٌذ. سا سػن هی 0 

 هثال.

       (     ) 

 (   )           

            (  (    ) (    )           ) 
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 :            ( )  ًقاط سا هی گیشد ٍ تشای یک ػشی تشداس تِ كَسذ خیکؼلی هازشیغ سا ًوایؾ

 هی دّذ.

    :        (     ) 

    :           (,  0- ,0  -)           0) 
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             ( )  : سػن ًوَداس یک زاتغ یک هسغیشُ تا ٍسٍدی اػذاد هخسلفf(z) 

       :             ( ( ) (    ) (    )) 

 



44 
 

 

       ( ) .ُسػن دایشُ تا ؿؼاع دلخَا 

        ( ) .ُسػن تیضی تا ؿؼاع ٍ صاٍیِ دلخَا 

    ( ) یک کواى اص یک دایشُ یا تیضی 

     ( ) ُیک خظ تا ًقاط هـخق ؿذ 

        ( )  سػن یک چٌذ ضلؼی 
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پٌجن فصل  

 هیذاى ّا ٍ حلقِ ّا

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 . هعزفی هیذاى ّا 1.  5
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 اًَاع هیذاى ّا تِ ساحسی قاتل زؼشیف هی تاؿٌذ.  Sageدس ًشم افضاس

 هیذاى ّای هَسد ًیاص تشای زؼشیف حلقِ ّا هی خشداصین.دس ایي قؼور تِ هؼشفی تشخی 

 . هیذاى اعذاد گَیا 1.  1. 5

 دّین. ًـاى هی ()RationalFieldٍ یا دػسَس   QQایي هیذاى سا تا ًواد

 هثال.

Sage: RationalField() 

Sage:QQ 

Sage:1/2 in QQ 

True 

Sage:sqrt(2) in QQ 

False 

 

 . هیذاى اعذاد هختلط 2. 1. 5

 اػسفادُ هی کٌین. CCای ًـاى دادى هیذاى اػذاد هخسلظ اص ًواد تش

 

 هثال.
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Sage: CC 

Sage:CC.0   # 0
th
 generator of CC # 

 0000000000  I 

Sage: a, b = 4/3, 2/3 

Sage: z = a + b*i 

Sage: z 

                   0                 I 

Sage: z.imag()        # imaginary part 

0                 

Sage: z.real() == a   # automatic coercion before comparison 

T  e 

Sage: a + b 

  

 . هیذاى ّای هتٌاّی 3. 1. 5

 ًـاى هی دٌّذ.  (...)GFهیذاى ّای هسٌاّی سا تِ كَسذ 

Sage: GF(3) 

Fini e Fie d of si e   

Sage: GF(27, 'a')  # need to name the generator if not a prime field 
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Fini e Fie d in   of si e     

 

 . هیذاى تِ طَر جثزی تستِ 4. 1. 5

 تشای ًـاى دادى هیذاى تِ عَسخثشی تؼسِ تِ كَسذ صیش ػول هی کٌین.

Sage: QQbar 

Sage:sqrt(3) in QQbar 

T  e 
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 . حلقِ ّا 2. 5

 . حلقِ چٌذ جولِ ای ّا 1. 2. 5     

 چٌذ خولِ ای ّا، تِ عَس کلی اص دػسَس  ی هؼشفی حلقِ خْر

R=PolynomialRing(Field, number of variables, variables, order) 

 اػسفادُ هی ؿَد ٍ دس هشحلِ تؼذ هَلذ ّا سا زؼشیف هیکٌین.

 تِ ؿشح صیش هی تاؿذ.اها دػسَسّای دیگش تشای هؼشفی حلقِ ی چٌذ خولِ ای 

 R=PolynomialRing(QQ,3, 'x,y,z', 'lex') 

 R=PolynomialRing(QQ, 't') 

 R.<t>= PolynomialRing(QQ) 

 R.<t>= QQ [] 

 R=PolynomialRing(RationalField(),'x') 

 R=PolynomialRing(GF(97), 'x').gen() 

 R=GF(5)[ 'x,y,z']; x,y,z=R.gens() 

 R.<x>=PolynomialRing(QQ) 

 Realpoly.<z>=PolynomialRing(RR) 

 Ratpoly.<t>=PolynomialRing(QQ) 

 

 

 

 . هعزفی هَلذ ّا 1. 1. 2. 5
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 هؼشفی هَلذ ّای یک حلقِ تِ كَسذ صیش هی تاؿذ.

 R=PolynomialRing(QQ,3, 'x,y,z', 'lex') 

  x,y,z = R.gens() 

 R=PolynomialRing(RationalField(),'x').gen()  

 

 کٌین. اػسفادُ هی ()gensاگش تیؾ اص یک هَلذ داؿسِ تاؿین اص ػثاسذ 

 

 . حلقِ خارج قسوتی 2. 2. 5

 کٌین. اػسفادُ هی  R.quo)(  تشای زؼشیف یک حلقِ خاسج قؼوسی اص 

 هثال.

Sage: R.<x> = PolynomialRing(ZZ) 

S.<xbar> = R.quo((4 + 3*x + x^2, 1 + x^2)); S 

Quotient of Univariate Polynomial Ring in x over Integer Ring by the 

ideal (x^2 + 3*x + 4, x^2 + 1) 

Sage: R.<x,y> = QQ[]; S.<a,b> = R.quo(1 - x*y); type(a) 

<class'Sage.rings.quotient_ring_element.QuotientRing_generic_with_category.ele

ment_class'> 

Sage: a*b 
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1 

Sage: S(1).is_unit() 

True 

   Zn . حلقِ ی  3. 2. 5

 

 کٌین. اػسفادُ هی  Integers(n)اص دػسَس ًـاى دّین   Z n اگش تخَاّین حلقِ

Sage: Integers(7) 

Ring of integers modulo 7 

 هی زَاى هحاػثاذ هؼوَل سا سٍی ایي حلقِ اًدام داد.

Sage: R=Integers(13) 

Sage: a=R(6) 

Sage: b=R(5) 

Sage: a+b 

 11 

Sage: a*b 

 4 

Sage: a.additive_order() 

13 
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Sage:a.multiplicative_order() 

12 

Sage: a.is_unit() 

 True 

 ٍ هؼکَع ضشتی تِ كَسذ  a–دس ایي حلقِ تِ كَسذ  aهؼکَع خوؼی ػٌلش 

a^(-1)   1ٍ یا/a .هی تاؿذ 

 

Sage: (-a) 

7 

Sage: (a^(-1)) 

11 

 گی ّای حلقِ سا ًیض تِ ٍػیلِ ی دػسَس ّای صیش هـاّذُ کشد.ّوچٌیي هی زَاى تشخی ٍیظ

Sage: R=Integers(24) 

Sage: R 

Ring of Integers modulo 24 

Sage: R.order() 

24 

Sage: R.is_Ring() 
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True 

Sage: R.is_integral_domain() 

False 

R.is_field() 

False 

سا خیذا کشد. چَى ایي حلقِ هسٌاّی اػر خغ هیسَاى زواهی ػٌاكش آى  

Sage:R=Integers(13) 

Sage: R.list() 

[0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12] 

زحر ضشب یک گشٍُ زـکیل هی   Z nهیذاى اػر. اگش حلقِ ی ها هیذاى ًثاؿذ هیذاًین یکِ ّای   Z 13هی داًین 

 هحاػثِ کٌذ. ()unit_gensهی زَاًذ لیؼر هَلذ ّای گشٍُ یکِ ّا سا تا دػسَس  Sageدٌّذ. 

Sage: R=Integers(12) 

Sage; R.uni 

R.unit_gens                          R.unit_group_order 

R.unit_group_exponent        R.unit_group_order 

Sage: R.unit_gens() 

[7,5] 

Sage: R.unit_group_order()                                 .هی زَاًین هشزثِ ی ایي صیشگشٍُ سا هحاػثِ کٌین 
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4 

 تِ ػٌَاى گشٍُ سا هـخق کٌذ ًذاسد.  Znدػسَسی کِ هؼسقیوا یکِ ّای   Sageهساػفاًِ 

  هیسَاى اص ساُ ّای گًَاگَى ایي ػٌاكش سا یافر تِ ػٌَاى هثال

Sage: [x for x in R if  x.is_unit() ] 

[1,5,7,11] 

 

 

  Zn. حل هعادلات در 1. 3. 2. 5

 

 کٌین. حل کٌین .تشای ایي هٌظَس عثق دػسَساذ صیش ػول هی  Z21سا دس  9x=6هیخَاّین هؼادلِ 

Sage: R=Integers(21) 

Sage: a=R(9) 

Sage: [x  for  x  in  R  if   R(9)*x == R(6) ] 

[ 3,10,17 ] 

 ساُ دٍم 

Sage: solve_mod(9*x== 6, 21) 

[ 3, 10 , 17 ] 
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 زَاى تِ ّویي ًحَ حل کشد. ّوچٌیي هؼادلاذ چٌذ هسغیشُ سا ًیض هی

 حلقِ ی . 4. 2. 5
 

  
 

 حلقِ 

  
 زؼشیف هی ؿَد. Z mod (n)تا اػسفادُ اص دػسَس   

 حلقِ  هثال.

   
 سٍی حلقِ   Sٍ حلقِ خاسج قؼوسی  

   
 سا هحاػثِ هی کٌین.   (   )سا هؼشفی کشدُ ٍ  

Sage: R.<x,y>=Zmod(17)[ ] 

Sage: R 

Multivariate Polynomial Ring in x, y over Ring of integers modulo 17 

Sage: S.<a,b>=R.quotient((x^2+y^2)) 

Sage: S 

Quotient of Multivariate Polynomial Ring in x, y over Ring of integers 

modulo 17 by the ideal (x^2 + y^2) 

Sage: (a+b)^17 

a*b^16 + b^17 
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 فصل ضطن 

 هعزفی چٌذ جولِ ای ّا
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تشای هؼشفی اػوالی کِ هی زَاى سٍی چٌذ خولِ ای ّا اًدام داد اتسذا حلقِ ی هَسد ًظش سا زؼشیف کشدُ ٍ  .1. 6

 ػدغ اص دػسَسّای صیش اػسفادُ هی کٌین.

Sage: x,y,z = PolynomialRing( RationalField( ),3,[            ], 'lex').gens() 

Sage:        –         –          –         –            

                            

Sage: f.factor()                                                                                 .هی زَاى چٌذ خولِ ای سا زدضیِ کشد 

( )  (     y  )   (           y   –       y     y  ) 

Sage: f =         

Sage: g =     (   ) 

Sage: f.gcd(g )                                           .                     آٍسدهی زَاى ب. م. م دٍ چٌذ خولِ ای سا تذػر     

  

Sage: k=       

Sage: k.roots() سیـِ ی خٌذ خولِ ای  تا ایي دػسَس هحاػثِ هی ؿَد.                                                                

[(1,1)] 
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Sage: f= (x+3*y+x^2*y)^3 

 

Sage: f.expand() چٌذ خولِ ای سا هی زَاى گؼسشؽ داد.                                                                                 

X   y         y         y          y           y  

           y       y       y   

 

f.lt( )  خولِ ی خیـشٍ تا اػسفادُ اص ػثاسذ سٍ تِ سٍ تِ دػر هی آیذ.                                                                      

f.lc( )                                                                   .هی زَاى ضشیة خیـشٍ یک چٌذ خولِ ای سا ًیض تِ دػر آٍسد 

f.lm( ) یک خولِ ای خیـشٍ ًیض تا ًَؿسي ػثاسذ سٍ تِ سٍ تذػر خَاّذ آهذ.                                                          

 

 سا تذػر آٍسیذ.  f(    0)زؼشیف کٌیذ ٍ  Qسا سٍی هیذاى    f = x0 + x1 – 2x1 x2هثال. چٌذ خولِ ای 

Sage: x= PolynomialRing(RationalField(),3, 'x').gens() 

Sage: f= x[0]+x[1]-2*x[1]*x[2] 

Sage: f 

-2*x1*x2+x0+x1 

Sage:f(1,2,0) 

3 



59 
 

 

 

aix.  ایجاد آرایِ ای اس هتغیز ّا تِ صَرت 2. 6
i 

a0x     تشای ًَؿسي چٌذ خولِ ای ّا تِ كَسذ
0
+ a1x

1
+ … + anx

n   تا اػسفادُ اص ًشم افضاسmaxima  کافیؼر

 دػسَس صیش سا تٌَیؼین.

Sage: P= maxima('sum(a[i]*x^i,i,0,n) ') 

a0+a1xتِ ػٌَاى هثال تشای ًَؿسي 
1
+a2x

2
+a3x

3
+a4x

سا خایگزاسی  4ػذد  nکافیؼر تِ خای  sageدس    4

 کٌین.

Sage: p=maxima('sum(a[i]*x^i,i,0,4) ') 

Sage: p 

a[4]*x^4+a[3]*x^3+a[2]*x^2+a[1]*x+a[0] 

 

ٍ دٍ هسغیش آخش  degree reverse lexicographicalػٌلش اٍل آى زشزیة  4هثال. حلقِ ای زؼشیف کٌیذ کِ 

 داؿسِ تاؿذ.   negative lexicographicalآى زشزیة 

Sage: P.<a,b,c,d,e,f> = PolynomialRing(QQ,6, order=‟degrevlex(4),neglex(2)‟) 

Sage: a> c^4 

T  e 

Sage: e > f^2 
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F  se 

 هثال. ب.م.م  صیش سا تذػر آٍسیذ.

GCD(x
4
+x

2
+1, x

4
-x

2
-2x-1,x

3
-1) 

Sage: R.<x> = PolynomialRing(QQ,'x') 

 

Sage: f= x
4
+x

2
+1 

Sage: g= x
4
-x

2
-2x-1 

Sage: h= x
3
-1 

Sage: gcd([f,g,h)] 

1 

 

 الگَریتن تقسین )اعذاد ٍ چٌذ جولِ ای ّا( .  3. 6

 زقؼین اص الگَسیسن صیش سا هی ًَیؼین.دس حالر کلی تشای ًَؿسي الگَسیسن 

def euclide(a,b): 

    r=a%b 

    print (a,b,r) 

    while r != 0: 

        a=b; b=r 

        r=a%b 

        print (a,b,r( 
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اػسفادُ ػاخسین ٍ هیسَاًین اص ایي خغ اص ایي دػسَس تشای الگَسیسن زقؼین    euclide (a,b)دس ًسیدِ دػسَسی تِ ًام 

 کٌین.

 

Sage: euclide(12,5) 

(12, 5, 2) 

(5, 2, 1) 

(2, 1, 0) 

 

 . الگَریتن تقسین چٌذ جولِ ای ّا6.4

 .سٍؽ اٍل 

تشای زقؼین چٌذ خولِ ای ّا  الگَسیسن صیش سا هی ًَیؼین ٍ آى سا تِ ػٌَاى فایلی رخیشُ هی کٌین زا دس كَسذ ًیاص 

 تسَاى تِ ساحسی اص آى اػسفادُ کشد.

 

def division(dividend, divisor) :  

    print 'quotient: ', (dividend._maxima_().divide(divisor).Sage())[0]  

    print 'remainder: ', (dividend._maxima_().divide(divisor).Sage())[1] 

 

 هثال.
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اص دػسَس   ًَؿسین ٍ اص ایي خغ هیسَاًین ”maxima“دس ٍاقغ ها ایي الگَسیسن سا تش اػاع دػسَس تشًاهِ 

division(dividend, divisor) .اػسفادُ کٌین 

 

division(x^4 + 2*x^3-x^2+5*x - 2,x^2+1) 

quotient:  x^2 + 2*x - 2 

remainder:  3*x 

 

 .سٍؽ دٍم 

 زاتغ سا هی زَاًین تِ ؿکل صیش ًیض تٌَیؼین.

def division(dividend, divisor) :  

    q,r = dividend.maxima_methods().divide(divisor) 

    print 'quotient: ', q  

    print 'remainder: ', r 

 هثال.

 

Sage: f(x)=x^3+5*x^2-3*x+1 

Sage: g(x)=x+1 

Sage: f.maxima_methods().divide(g) 

[x^2 + 4*x - 7, 8] 

 .سٍؽ ػَم 

تش ّن زقؼین کٌین دس ایي كَسذ  ...,lex,grlexهوکي اػر تخَاّین دٍ چٌذ خولِ ای سا تا زشزیة خاكی هاًٌذ 

 سا تِ ؿکل صیش فشاخَاًی کٌین.  ”maxima“کافی اػر  ًشم افضاس 
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f= xهثال. دٍ چٌذ خولِ ای 
7
y

2
+x

3
y

2
-y+1  ٍF=(xy

2
,x-y

3
 سا دس ًظش هیگیشین. grlexٍ زشزیة  (

 

var('x,y') 

maxima('load(grobner)') 

maxima('poly_monomial_order:grlex') 

F=[x*y^2-x , x-y^3] 

ans=maxima('poly_pseudo_divide(x^2*y^2+x^3*y^2-y+1,[x*y^2-x,x-y^3],[x,y])') 

print ans 

(quo,rem,n,m)=ans 

p=quo[0]*F[0]+quo[1]*F[1]+rem 

print p 

y
4
  + y 

3
 + (x y + y + x

2
  + x + 1) (x – y

3
 ) + (y

2
  + x y + y + x

2
  + x + 1) (x y 

2
 - x)    

-  y  + 1 

. چٌذ جولِ ای ّای تحَیل پذتز ٍ تحَیل ًاپذیز                          6 .5  

 

 تشای هـخق کشدى زحَیل خزیشی یک چٌذ خولِ ای اص فشآیٌذ صیش تْشُ هی تشین.

 

Sage:R.<x> = QQ [ ] 

F=(x^3-x^y+y^2-x)*(x^5-3/2*x-y) 

Sage: f.factor( ) 

Sage: len(f.factor( )) 

2 
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len(f.factor( )) اگش خَاتی کِ اص دػسَس  تاؿذ آًگاُ چٌذ خولِ ای زحَیل خزیش اػر دس غیش  1تذػر هی آیذ  

 ایٌلَسذ زحَتل ًاخزیش اػر.

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  ّفتنفصل 

 ایذُ آل ّا

 ٍ 
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 پایِ گزٍتٌز

 

 

 

 

 

 

 

 .  ایذُ آل  ّا1 .7

تشای هؼشفی ایذُ آل اتسذا حلقِ ی هَسد ًظش سا زؼشیف هیکٌین. ػدغ هیسَاى اص دٍ ساُ ایذُ آل یک حلقِ سا زؼشیف 

 کشد.

R=PolynomialRing(QQ,3, 'x,y,z', 'lex') 

 I= ideal(generators)/ I= Ideal(generators) 

 I= f*R      #f is a generator of Ideal I# 

 

 هثال.

Sage: P.<x,y,z> = PolynomialRing(ZZ,order='lex') 
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Sage: I = ideal(-y^2 - 3*y + z^2 + 3, -2*y*z + z^2 + 2*z + 1, \ 

                x*z + y*z + z^2, -3*x*y + 2*y*z + 6*z^2) 

Sage: I 

Ideal (-y^2 - 3*y + z^2 + 3, -2*y*z + z^2 + 2*z + 1, x*z + y*z + z^2, 

-3*x*y + 2*y*z + 6*z^2) of Multivariate Polynomial Ring in x, y, z over 

Integer Ring 

 

 عضَیت در ایذُ آل .7.2

 هی تاؿذ.  inػضَیر یک چٌذ خولِ ای دس یک ایذُ آل تا اػسفادُ اص دػسَس 

 هثال.

 

R.<x>=PolynomialRing(QQ, 'x') 

Sage: I=ideal(x^4-6*x^2+12*x-8,2*x^3-10*x^2+16*x-8) 

Sage: f = x^2-4*x+4 

Sage: f in I 

True 

 

 

 . تطخیص ًَع ایذُ آل7.3

 

  () is_prime/principal/maximalتشای زـخیق ایٌکِ ایذُ آل اكلی، هاکؼیوال ٍ یا اٍل اػر اص دػسَس 

 اػسفادُ هی کٌین.
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 هیسَاى دػسَسّای صیادی اص ایي قثیل سا یافر.( Tabٍ ػدغ فـشدى کلیذ   _is)تِ عَس کلی تا ًَؿسي ... 

 I = (             0  )تا زَخِ تِ ایذُ آل  هثال.

 

Sage:I.is_prime() 

false 

Sage:I.is_principal() 

True 

 . ایذُ آل رادیکال7.4

 اػسفادُ هی کٌین. ( )I.radicalدس هَاسدی کِ تخَاّین سادیکال یک ایذُ آل سا تذػر آٍسین اص ػثاسذ 

Sage: I=ideal(x+y+z-3,x^2+z^2+y^2-5,x^3+y^3+z^3-7) 

Sage: I.radical() 

Ideal(x+y+z-3,y^2+y^z+z^2-3*y-3*z+2,3*z^3-9*z^2+6*z+2) of Multivariate 

Polynomial Ring in x,y,z over Rational Field 

 

 . اضتزاک دٍ ایذُ آل7.5

 I.intersection(J)خغ اص هؼشفی حلقِ ٍ ایذُ آل ّا اص دػسَس   I   ٍJ ایذُ آلتشای تذػر آٍسدى اؿسشاک دٍ 

 اػسفادُ هی کٌین.

 

R.<x> = PolynomialRing(QQ, 1) 

Multivariate Polynomial Ring in x over Rational Field 

Sage: I = R.ideal(x^2-1) ; I 

Ideal (x^2 - 1) of Multivariate Polynomial Ring in x over Rational Field 
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Sage: J = R.ideal(x^2-2) ; J 

Ideal (x^2 - 2) of Multivariate Polynomial Ring in x over Rational Field 

Sage: I.intersection(J) 

Ideal (x^4 - 3*x^2 + 2) of Multivariate Polynomial Ring in x over Rational Field 

 

 . پایِ گزٍتٌز7.6

تشای هحاػثِ خایِ گشٍتٌش هحاػثِ هی ؿَد ػثاسذ دػسَسی کِ   

 B=I.groebner_basis( ) 

 هی تاؿذ.

 هثال.

Sage: P.<x,y,z> = PolynomialRing (ZZ,order='lex') 

Sage: I = ideal( y       y              y                      

                      y               y     y           ) 

Sage:I,groebner_basis() 

,      0    y     0     y       y       0 y        y 

     0    y  

                                       - 

 

 

 الگَریتن تَخثزگز . 7.7
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تشای هحاػثِ الگَسیسن تَخثشگش ساُ ّای صیادی ٍخَد داسد اها ػادُ زشیي حالر آى اػسفادُ اص دػسَسی اص ًشم افضاس 

“maxima”  ِهی تاؿذ. کافیؼر اتسذا تشًاهMaxima .سا فشاخَاًی کشدُ ٍ دػسَس صیش سا ٍاسد کٌین 

Sage: maxima('load(grobner) ') 

Sage: ans=maxima('poly_buchberger (, y       y              y     

                  y               y     y        

   - ,  y  -) ) 

Ans 

,    y     y          y                    y       

 y         y                              y

        y           0                       

    y                            0       0 

          - 

 

 حذف یک هتغیز اس ایذُ آل . 7.8

 حزف کٌین هی زَاًین اص دػسَس I اگش تخَاّین یک هسغیش سا اص ایذُ آل

  I.reduce(variable)  .اػسفادُ کٌین 

حزف کٌین تا اػسفادُ اص ایي دػسَس خَاّین   (      ) = Iسا اص ایذُ آل  yتِ ػٌَاى هثال اگش تخَاّین هسغیش 

 داؿر.

 

Sage: R.<x,y>=PolynomialRing(QQ,2) 

Sage: I=ideal(x^3+y,y) 
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Sage:I 

Ideal (x^3 + y, y) of Multivariate Polynomial Ring in x, y over Rational 

Field 

Sage: I.reduce(y) 

0 

 سا تذػر آٍسین کافیؼر  اص دػسَس  Iاگش تخَاّین عثق قضیِ حزف ایذُ آل حزفی ایذُ آل 

I.elimination_ideal([…,…])  اػسفادُ کٌین. ٍ دػسَس خایِ گشٍتٌش 

 هثال.

 

R.<x,y,t,s,z>=PolynomialRing(QQ,5) 

I=ideal(x-t, y-t^2, z-t^3, s-x+y^3) 

I.elimination_ideal([t,s]) 

Ideal(y^2-x*z, x*y-z,x^2-y) of multivariate PolynomialRing in x,y,t,s,z over 

Rational Field 

 

 چٌذ جولِ ای   -S . هحاسثِ 9.  7

 خاسج کٌین. sage.ring.polynomialسا اص   spolچٌذ خولِ ای ّا اتسذا لاصم اػر دػسَس -Sتشای هحاػثِ 

 تشای ایي هٌظَس تِ سٍؽ صیش ػول هی کٌین.

Sage: from Sage.rings.polynomial.toy_buchberger import spol 

Sage: R.<x,y,z> = PolynomialRing(QQ,3,' lex' ) 
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Sage: f = 4*x^2*z -7*y^2 

Sage: g=x*y*z^2+3*x*z^4 

Sage: spol(f,g) 

-1/3*x^2*y*z^2 - 7/4*y^2*z^3 
 

 فصل ّطتن 

 ِ ّای آفیيٍاریّ

ٍ 

 صفحِ آفیٌی
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 . فضای آفیٌی ٍ ٍاریِ ّای آفیي8.1

اتسذا فضای آفیٌی سا هؼشفی هی کٌین ٍ ػدغ تِ هؼشفی  (          ) تشای هؼشفی ٍاسیسِ آفیي هاًٌذ 

 ٍاسیِ آفیي هی خشداصین.

 

 هثال.

Sage: A3.<x,y,z>=AffineSpace(QQ,3) 

                                                

Sage: V= A3.subscheme ([x^2-y^2*z^2+z^3])  

               

Sage: V 

                                                                    

           : 

                    

Sage:V.rational_points (bound = 3) 

[(-3, -2, 3), (-3, 2, 3), (-1, 0, -1), (0, -3, 0), (0, -2, 0), (0, -3/2, 

0), (0, -1, 0), (0, -1, 1), (0, -2/3, 0), (0, -1/2, 0), (0, -1/3, 0), 

(0, 0, 0), (0, 1/3, 0), (0, 1/2, 0), (0, 2/3, 0), (0, 1, 0), (0, 1, 1), 

(0, 3/2, 0), (0, 2, 0), (0, 3, 0), (1, 0, -1), (3, -2, 3), (3, 2, 3)] 
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 ِ ّای آفیيرسن ٍاری .8.2

 کٌین. خْر سػن ٍاسیسِ ّای آفیي اص سٍؽ ّای صیش اػسفادُ هی

V( x ( ٍاسیسِ آفیي  هثال.
2 
- y

2
z

2 
+ z

 سا سػن کٌیذ. 3

 ()implicit_plot3d هغاتق قَاػذ رکش ؿذُ دس هَسد سػن ًوَداس ّا اتسذا هسغیش ّا سا هؼشفی کشدُ ػدغ اصدػسَس

 کٌین. اػسفادُ هی

Sage:Var(x,y,z)  

Sage: implicit_plot3d(x^2-y^2*z^2+z^3,[-3,3],[-3,3],[-3,3]) 

 

 

 

 

 

 هثال. 
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سا سػن هی کٌین.    V( (x-2)(x
2
-y),y(x

2
-y),(z+1)(x

^2
-y)) 

 ایٌگًَِ ٍاسیسِ ّا سا تا دٍ سٍؽ هیسَاى سػن کشد.

 

 .سٍؽ اٍل 

var('x y z')     

p=implicit_plot3d((x-2)*(x^2-1),[x,-3,3],[y,-3,3],[z,-3,3],color='red') 

p+=implicit_plot3d(y*(x^2-y),[x,-3,3],[y,-3,3],[z,-3,3],color='green') 

p+=implicit_plot3d((z+1)*(x^2-1),[x,-3,3],[y,-3,3],[z,-3,3],color='blue') 

show(p) 

 .سٍؽ دٍم 

 

var('x y z') 

V=[(x-2)*(x^2-1) , y*(x^2-y),(z+1)*(x^2-1)] 

c=['red','green','blue'] 

p=add([implicit_plot3d(V[i],[x,-3,3],[y,-3,3],[z,-3,3],color=c[i]) for i in [0..2]])  

show(p) 
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 سا سػن کٌیذ. -(    ) (    )) هثال. 

 هی تاؿذ.  زَخِ ؿَد کِ زٌْا زفاٍذ ایي هثال تا هثال قثل ، دس زؼشیف تاصُ ی هٌاػة تشای 

 

Var(„x,y,z‟) 

V=[(y-x^2),(z-x^3)] 

C=['red', 'green'] 

P= add([implicit_plot3d(V(i),[x,-3,3],[y,-3,3],[z,-3,-3],color = C[i] ) for i in [0..1]]) 
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98 

 زاتذاس هی تاؿذ سا سػن هی کٌین. 3کِ ّواى هٌحٌی دسخِ  (       )  هثال.

 

Var (ˈ t ˈ) 

Parametric_plot3d( (t,t^2,t^3),(t,0,4),thickness=3) 

 

Thickness .ضخاهر هٌحٌی سا زغییش هی دّذ 
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 فصل ًْن

 هاتزیس ّا

ٍ 

 حل هعادلات

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 هاتزیس ّا . 9.1

 ؿَد.اػسفادُ هی  ([----])vectorتشای هؼشفی یک تشداس اص دػسَس 
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V=Vector([1,2,3,4]) 

V[0] = 1 

 .تشداسّا تشاحسی قاتل هحاػثِ اػر اػوال سیاضی سٍی

Sage : 7*V 

(7,14,21,28) 

Sage:  V+Vector([1,4,6,8]) 

(2.6,9,12) 

Sage: V*V 

30 

غ سا تِ ػدغ دس خشاًسض ػغش ّای هازشی ،کٌیناػسفادُ هی  (  ) matrixتشای ػاخسي یک هازشیغ اص دػسَس  

 .کٌینكَسذ هدضا هؼشفی هی

Sage : matrix ([[1,2],[3,4]]) 

 .دغ زواهی ػٌاكش سا تِ زشزیة ًَؿرػسَى هازشیغ سا هؼشفی کشد ، ػٍ ٍ یا هی زَاى ػغش

Sage : matrix (4,2,[1,2,3,…,8]) 

 

 

 زؼذاد ػسَى ّا سا هی زَاى ًٌَؿر تشای یک هازشیغ هشتؼی. 

Matrix (2,[1,2,3,4]) 
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Sage  اكش اص آى هدوَػِ کٌذ کِ ػٌهازشیغ سا سٍی کَچکسشیي هدوَػِ ای زؼشیف هیتِ كَسذ قشاسداد

 .اًسخاب ؿذُ اًذ

Sage : parent (matrix (2,[1,2,2/1,4]) 

                                                              

Sage : parent (matrix (2,[x,x^2,x-1,x^3]) 

                                                              

 

 .سا سٍی هدوَػِ دلخَاُ زؼشیف کشد هی زَاى هازشیغ

Sage: matrix (QQ,2,[1,1,3,4]) 

[1 1] 

[3 4] 

 

 .تِ كَسذ سٍ تِ سٍ زؼشیف هی کٌین هازشیغ ّواًی سا

Sage : identity_matrix(3) 

[1 0 0] 

[0 1 0] 

[0 0 1] 

 

 .کٌیناػسفادُ هی 1-^اگش ًیاص تِ هؼکَع یک هازشیغ داسین اتسذا هازشیغ سا ًام گزاسی کشدُ ػدغ اص دػسَس 

Sage :A=matrix(2,[1,1,0,1]) 

Sage :A^-1 

[1 -1] 
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[0  1] 

A.det( )  

دػسَسی کِ تشای یافسي دزشهیٌاى تِ کاس هی سٍد تِ كَسذ هقاتل اػر.                                                1

Sage:A=matrix ( [[     0   - ,0     - ,  0     --) 

Sage: A.det( ) 

 

-5/2 

 عولیات سطزی هقذهاتی  1. 1. 9

 زَاى ضشیثی اص یک ػغش یا ػسَى سا ػغش یا ػسَى دیگش افضٍد تشای اًدام ایي ػول اص دػسَس هی

add_multipl_of_row( ) 

 ؿَد.اػسفادُ هی

Sage: M=matrix(QQ,[[1,2,3],[4,5,6],[7,8,9]]) 

Sage: M.add_multiple_of_row(1,0,-4);M 

 [1  2  3] 

[0 -3 -6] 

[7  8  9] 

 

 . دػسَسػغش یا ػسًَی سا دس ػذدی ضشب کشدزَاى هی

Sage: M.rescale_row(1,    );M 

[1   2   3 ] 

[0 ¾  3/2] 

[7  8    9 ] 
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 .ذایي کاس سا اًدام هی دّ

-اػسفادُ هی   (  )ehelonsizeیا   ( )ehelon-formیک هازشیغ سا تخَاّین اص ػثاسذ   echelonاگش فشم 

 .کٌین

 حال تا اعلاػاذ تذػر آهذُ فادس خَاّین تَد تا اػسفادُ اص هازشیغ افضٍدُ کِ تا دػسَس :

M.augment ( ) 

 .حل کٌینMx=b تِ كَسذ  سا   3×  4یک هازشیغ ehelonآیذ ٍ فشم تذػر هی

 .کٌینسا زؼشیف هی M  ٍbاتسذا 

Sage: M=matrix(QQ,[[2,4,6,2,4],[1,2,3,1,1],[2,4,8,0,0],[3,6,7,5,9]]); M  

[2 4 6 2 4] 

[1 2 3 1 1] 

[2 4 8 0 0] 

[3 6 7 5 9] 

 

Sage:b=vector ([56,23,34,101]);b 

(56, 23, 34, 101) 

 .آٍسینتِ دػر هیسا  echelonفشم سا هی ػاصین ٍ ػدغ  (M│b) حال هازشیغ تِ فشم 

Sage: M_aug=M.augment(b); M_aug 

 

[  2   4   6   2   4   56] 

[  1   2   3   1   1   23] 

[  2   4   8   0   0   34] 

[  3   6   7   5   9 101] 

Sage:M_aug.echelon_form( ) 
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[ 1  2  0  4  0 21] 

[ 0  0  1 -1  0 -1] 

[ 0  0  0  0  1  5] 

[ 0  0  0  0  0  0] 

     V=c(-2,1,0,0,0)+(21,0,1,0,5)ها یک فضای خَاب یک تؼذی اص تشداس ّایی تِ فشم دّذایي ًـاى هی

 تشای تذػر آٍسدى خَاب ، اص دػسَسّؼسٌذ. 

solve_right( ) 

 یؼٌی  .اػسفادُ هی ؿَد

Sage: M.solve_right(b) 
(21, 0, -1, 0, 5) 

 

 

 

 

 

 پاراهتزی ساسی ٍ حل هعادلات.  2. 9

اػسفادُ هی ؿَد ٍ ّواًغَس کِ دس هثحث چٌذ خولِ ای ّا  ([ ])solveتِ عَس کلی تشای حل هؼادلاذ اص دػسَس 

 کٌین. اػسفادُ هی ( )f.rootsاص دػسَس  fرکش ؿذ، تشای تذػر آٍسدى سیـِ ّای یک چٌذ خولِ ای 

 تاؿذ ٍ  1دایشُ ای تِ هشکض هثذا ٍ ؿؼاع           هثال.اگش 

 هؼادلِ ی دایشُ ای دیگش تاؿذ؛ خَاب ّای ایي دٍ هؼادلِ سا تذػر آٍسیذ.        (   )   

 

 age: c,r = var('c,r') 
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Sage:f= x^2+y^2-1 

Sage:g= (x-c)^2+y^2-r^2 

Sage: solve([f= =0, g= =0],x,y) 

[[x = = ½*(c^2 – r^2 +1)/c , y = = - 1/2*sqrt(-c^4 + 2*c^2*r^2 + 2*c^2 – r^4 

+2 * r^2 -1)/c] ,[x = = 1/2*(c^2-r^2 +1)/c , y = = 1/2*sqrt(-c^4 + 2*c^2*r^2 

+ 2*c^2 – r^4 +2*r^2 -1)/c]] 

 .هثال

 تذػر هی آٍسین.  xسا تش حؼة   yقؼسی اص یک ػْوی سا خاساهسشی کٌذ،  x=cos t  ٍy=cos 2tاگش  

Sage: t = var('t') 

 .اػسفادُ کٌین simplify_trig ًـاى داد تایذ اص دػسَس  سا زاتؼی اص    تشای ایٌکِ تسَاى

Sage: cos(2*t).simplify_trig() 

2*cos(t)^2 – 1 

 هثال. 

               

          

Sage: var('x,y,z,w') 

Sage: solve([x+2*y-2*z+w==-1,x+y+z-w==2],[x,y]) 

[[x = = 3*w - 4*z + 5, y = = -2*w + 3*z - 3]] 
 

 

 



85 
 

 

 

 

 

 

 

 ضویوِ

 تا چٌذ ًزم افشار ریاضی ) کلیات (  Sageهقایسِ 

 

 تا چٌذ ًزم افشار ریاضی ) تَاًایی (  Sageهقایسِ 
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